11
Aplicac¢oes da Integral

Ao introduzirmos a Integral Definida vimos que ela pode ser usada para calcular
dreas sob curvas. Veremos neste capitulo que existem outras aplicagdes. Essas aplicacoes
estendem-se aos mais variados campos do conhecimento e, apenas para citar dois
desses campos, destacaremos a Geometria e a Fisica. Na Geometria, além do cdlculo de
dreas sob curvas como ja vimos, podemos usar a Integral Definida para calcular
comprimento de arcos e volumes; na Fisica, para calcular o trabalho realizado por uma
for¢a, momento, centros de massa e momento de inércia, além de varias outras aplicagdes.
Faremos aqui, apenas, aplicagdes geométricas.

11.1 Areas entre curvas

Denominaremos por drea entre curvas a area de regides limitadas por curvas que
sao graficos de fungdes. Vamos considerar, para melhor entendimento, o exemplo a
seguir.

Exemplo 11.1
Calcular a area limitada pelas curvas
y=xey=—x*+2

Observe, no grafico ao lado, que as
curvas se interceptam nos pontos de
coordenadas (1,1) e (—2,—2). A d&rea
procurada esta representada pela regido
/] \ colorida.

Usando a notac¢do de drea sob curvas podemos escrever:
A=A 5(—x2 +2) — Ab(0) + A% (—x) — ATV (x* — 2)
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Este calculo pode ser simplificado através do método que passaremos a
descrever. Para isso vamos considerar duas fungdes f e g, continuas em [a,b], com
f(x) = g(x) para todo x € [a, b], e a regido do plano limitada pelos graficos de f, de g e
pelas retas verticais x = a e x = b (a figura abaixo é um esbog¢o da regido descrita).

Facamos uma parti¢do do intervalo [a, b], através dos pontos:

azx()SX1S"'le'_1sxiS"‘<xn=b

e Sejam Axiz X; —Xi—1€et; € [xi_l, xi]’ comi = 1,2’3’ M.

Para cada i podemos inscrever na regidao
considerada um retangulo de base A, e altura
h;(t;), como mostrado ao lado. A soma S,, das
areas desses retangulos, dada por

y=Ix)

a

Sp = h; (ti)Axi

-

1l
=

l
¢ uma aproximacd
considerada.

o

da area da regido

Na construcdo das areas dos retangulos referidos anteriormente devemos
considerar os trés casos diferentes para o calculo de h;(t;), em razdo das diferentes
situagdes que a regido considerada pode se apresentar.

1) f(t)=0eg(t) =0= hi(t) = f(t) — g(t);
2) f@) =0eg(t) <0=hi(t) = f(t) + 1ged| = (&) — g(to);
3) f(t) <0eg(t) <0=hi(t) =gt —f@E)| =—g(t) + f(t;) = f(t) — g(t).

Nos trés casos temos h;(t;) = f(t;) — g(t;) e, portanto,

S, = Z hy(t) Ay, = Zlmti) — g(tD]A,,

i=
E de se esperar que, quando A,,— 0, a area procurada sera dada por:

n

b
A= lim 1) ~ 9@y = | [£60 - gl d:

=1
Voltando ao Exemplo 11.1 podemos, agora, resolvé-lo pelo novo método:

1 , %3 <211
—x24+2—x]dx=|-=+2x — =
_[_2[x+ x| dx [3+x >
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Exercicio 11.1

1) Calcular a area limitada pelas curvas:

a)y=x3e y=x? b)y=x%2,y=x*+2x+2ey=x*—2x+2
Ay=—x*+8ey=2x>—1 d)x=4-y? e 2x =3 —y?
e)y =2x%y =ix2 e y = —2x + 12,no0 primeiro quadrante.

2) Ascurvas y = —2x?+ 2,y = x> — 1 e x = 2 limitam uma regiio no plano que

apresenta o formato de um peixe. Esboce o grafico da regiao e calcule a sua area.

3) Esboce aregido do plano limitada pela pardbola y = 9 — x?, pela reta tangente a
esta pardbola no ponto x = 2 e pelo eixo x. Em seguida, calcule a sua area.

4) Encontre a area da regido limitada pelas parabolas de equacdes: y = —x? + 4,
y=4x—x% e y=—(x%+ 4x).

11.2 Volumes de sélidos de revolugao

Muitos dos sélidos com que trabalhamos podem ser obtidos através da rotagao
de uma regiao plana em torno de um eixo, denominado eixo de rotagdo. A esfera, por
exemplo, pode ser obtida girando um semicirculo em torno de um eixo que contenha o
diametro do semicirculo. Sélidos obtidos dessa forma sdo chamados sélidos de revolugéo.

Dada certa regido plana pode-se gerar uma infinidade de sélidos de revolucdo,
cada um deles obtido em fun¢do de um determinado eixo de rotagao.

Consideraremos somente as situacdes em que o eixo de rotacdo é paralelo a um
dos eixos coordenados e regido plana limitada por graficos de fun¢des continuas. Para
tanto, seja y = f(x) continua em [a,b] e tomemos a regido limitada pelo grafico da
funcao, pelo eixo x e pelas verticais x = a e x = b (Fig.1). A Fig.2 apresenta o so6lido de
revolucado gerado pela rotacdo da regido descrita, em torno do eixo x (Fig. 2).

y=f )

r=fe /\

a b

Fig.1 Fig.2
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Para chegarmos a integral definida que nos dé o volume do sélido de revolucao,
obtido como anteriormente, comecemos com uma particio do intervalo [a,b] e a
construcdo de uma Soma de Riemann.

Seja P uma parti¢do do intervalo [a, b] através dos pontos

Consideremos t; € [x;_q,%;], Ay,= x; — X;_4 com i = 1,2,3,-:-,n e, também, como
conhecida, a formula para o calculo de volume de um cilindro circular reto.

O volume V' que queremos encontrar sera aproximado por uma soma de volumes
de cilindros, construidos como na figura a seguir.

y=rx

Os cilindros considerados possuem raio de base igual a |f(¢;)| e altura A,,. Assim

o volume V;, do i-ésimo cilindro é dado por
V; = m[f(t)]?A,,

A soma dos V;, indicada por S,;, nos da uma aproximac¢ao do volume pretendido,
ou seja,

|4

IR

n
Sp= ) mlf () A,
i=1
Nao é dificil constatar que essa aproximacao torna-se cada vez melhor, a medida

que aumentamos os pontos da particdo tomada para o intervalo [a, b]. Além disso, a
soma apresentada é uma Soma de Riemann para a fungdo

F(x) = n[f (0)]?

no intervalo [a, b]. Portanto, podemos definir o volume de revolucdo por



Calculo Diferencial e Integral Aplicacbes da Integral

Exemplo 11.2

Calcule o volume do sélido de revolucao obtido pela rotagdo, em torno do eixo x,
da regido limitada pela parabola y = x2? + 1, x = 2 e pelo eixo x.

ﬂ V= n(x +1)2dx—7tj (x*+2x%2+ 1) dx
- Ur T 2061
| e

v/

Exemplo 11.3

Calcule o volume do sélido obtido pela rotacao do disco

(y—2)2+x%<1
em torno do eixo X.

Observe que o sélido obtido através dessa rotacao (figuras 1 e 2) tem o formato
de uma camara de ar de um pneu. Em matematica esse sélido chama-se Toro.

(
C

Fig. 1 Fig.2
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Neste caso, o resultado sera obtido calculando-se a diferenca dos volumes de dois
solidos de revolucao. O volume procurado é a diferenca entre os volumes dos sélidos
gerados pela regido limitada por

y=2++1—x%retasx =1ex = —1epeloeixox

e pela regido limitada por

y=2—+1—-x%retasx =1ex =—1epeloeixox
quando giradas em torno do eixo x.

Assim, teremos:
1 2 1 2
sz_ln(2+ \/l—xz) dx—f_ln(z— 1—x2) dx

1
8v1—x2dx
1

szln[(2+ m)z—(Z— m)z]dxznf

Para resolver esta Ultima integral, fagamos a substitui¢ao:

e teremos que:

g 5 gl+6052u )
V =8m cos“udu = 8w ——du = 47n“.

_r
2

N

Exemplo 11.4

Encontrar o volume do sélido obtido pela rotacao do disco
(yv=2)2+x%<1

do Exemplo 11.3, agora em torno do eixo y.

Para rotagdes desse tipo devemos considerar x como funcgao de y:

x=f(y)=4J1—-(y—-2)? 1<y<3.

Assim, o volume procurado sera dado por:
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3 4
V=nf1[1—(y—2)2]dy=§-

Outra aplicagao é obtida quando giramos, em torno do eixo y, uma regiao limitada
pelo grafico de uma funcdo y = f(x), a < x < b, pelas retas verticais x =aey=b e
pelo eixo x. Vamos considerar, como na figura a seguir,a > 0 e f(x) > 0.

v

Xi1 b X5

Seja P uma particdo de [a, b], caracterizada pelos pontos:

Aa=xg<x < <X 1S5 <x,=b

esejat; € [x;_1,x;],i =123, ,n.

Considere V; a diferenca dos volumes dos dois cilindros de alturas f(t;) e raios da
base r; = x; e r;_y = x;_4, respectivamente. Podemos, entio, escrever que:

Vi = wf (t)x} — nf (t)xf,

Vamos aproximar o volume procurado por:
n n n n
V= Z Vi = Z nf () (xf —xfy) = Z mf (6 + xi-1) (g — x-1) =Z mf (£ (x; + xi-1) Ay,
i=1 i=1 i=1 =1

Fazendo Ay,— 0, teremos que Xx;x;_; > t; ou x; +x;_; - 2t;. Desta forma, para n

suficientemente grande, teremos:
n
V= Z 2mt;f (t) Ay, -
i=1
Assim, definimos o volume como

n
V == llm Z Zﬂtlf(tl)Axl
n—->o0o
i=1
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ou seja

b
V=f 2nexf (x) dx.

a

Exemplo 11.5

Calcular o volume obtido ao girar, em torno do eixo y, a regido limitada pela
parabolay = 4(x — x?) e o eixo x.

1 2
V=8T[j x(x —x?)dx = —
0 3

Observe que para usarmos o processo utilizado no Exemplo 11.4, para
calcularmos o volume do exemplo anterior, teriamos de isolar x em termos de y e
considerar uma diferenga de volumes.

Exercicio 11.2

1) Calcular os volumes dos sélidos obtidos pela rotagdo da regido dada em torno do
eixo indicado:
a) Limitada pory =+/x, 0 < x < 4 e 0 eixo x, em torno do eixo x;
b) A mesma regido do item a), girada em torno do eixo y;
c) Limitada pory = x3/2, eixo x e areta x = 1, em torno do eixo y;
d) Limitada por y = 9 — x?2, pelo eixo x e pelas retas x = 1 e x = 2, em torno do
eixo y;
e) Limitada pory = x e y = x> em torno do eixo x e, depois, em torno do eixo y.
2) Verifique, usando os processos desenvolvidos nesta secdo, que o volume da
esfera de raio R é igual a (4/3)nR53.
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11.3 Volume de um sdlido cuja secdo plana tem area dada

Nesta se¢ao obteremos uma féormula para o calculo de volumes, mais geral do que
a obtida para volumes de s6lido de revolugao.

Dado um soélido tal que suas se¢des transversais, em relacdo a um determinado
eixo, tenham areas conhecidas, veremos como é possivel calcular o seu volume através
de uma integral. Para facilitar, tomaremos o eixo transversal as se¢oes planas como
sendo o eixo x.

Vamos considerar o sélido compreendido por dois planos perpendiculares ao
eixo horizontal contendo, respectivamente, as retas verticais x = a e x = b, conforme
figura a seguir.

Seja P uma particdo de [a, b] dada por
a=xg<x < <x 1 <x<-<x,=b

Conhecendo A(x), a drea da secdo transversal ao eixo x, para cada elemento x de
[a, b], podemos, entdo, aproximar o volume procurado por

sz

n
=1

Vi

onde V; = A(t;)Ax; é o volume de um sélido cuja area da base é A(t;), t; € [x;_1,x;], €
Ax; = x; — x;_4 a altura, medida ao longo do eixo x.

Entdo, podemos dizer que:

n
V = Z A(tl) Axi.
i=1
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Ao fazer n — oo, teremos Ax; — 0 e, assim, definimos:

n
V = lim A(t,_) Axi
n—oo

i=1

ou seja

V= fbA(x) dx.

Exemplo 11.6
Calcular o volume do sdlido cuja base é o circulo x? +y? <r? e as secdes
perpendiculares ao eixo x sdo retangulos de altura r.

Para cada x € [—r,r] teremos a area da se¢do expressa por:

A(x) = 2yr = 2r\r? — x2.

Portanto, o volume V do sélido é dado por:
T
V= 2rf Vr?2 —x?dx
-r

Para resolver a integral, basta fazer a seguinte substituicao:

X

= senu, —==<uc<
r

IR
Nl

e, como resultado teremos

V = nmrs.

Exercicio 11.3

2 e as secdes

1) Calcule o volume do sélido cuja base é o circulo x? +y2 <r
perpendiculares ao eixo x sdo triangulos isdsceles retangulos.

2) Calcule o volume do sélido que tem por base a elipse de eixos 10 e 8, sabendo-se
que as secoes perpendiculares ao eixo maior sdo quadrados.

3) Calcule o volume do sélido cuja base € o tridngulo determinado pelo eixo x, eixo y

eareta x + y = 1 e cujas secles transversais ao eixo x sao triangulos equilateros.
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4) Mostre que a formula para se calcular o volume de revolugdo:

b
V= nf f2(x) dx,

pode ser obtida pelo método desta secao.

Exercicio 11.4

1) Use os métodos expostos neste capitulo para resolver as questoes a seguir.
a) Mostre que o volume do cone de altura H e raio da base R é (1/3)7wR?H.

b) Mostre que o volume do elipsoide de revolucao

é dado por (4/3)mab?.

c) Mostre que o volume da piramide reta de base quadrada de lados a e
altura h é dado por

1
V= §a2h.

d) Mostre que o volume da piramide reta de base quadrada com aresta a e
altura h é dado por

2
V = =h(a? — h?).
3
2) Calcule o volume dos sélidos descritos a seguir.

a)Solido obtido pela rotagdo da regido limitada pelo eixo x e pela pardbola
y = x% — 4x, primeiro em torno do eixo x e, depois, em torno do eixo y.

b)Sélido cuja base é o circulo x? + y? < 1 e as se¢des transversais ao eixo x
sdo tridngulos equilateros.

c) Solido obtido pela rotacdo em torno do eixo y da regido limitada por
y = Inx, pelo eixo x e pelaretax = e.

d)Soélido obtido pela rotagdo em torno do eixo x da regido limitada por

y=x2  y=x?—4x+4 e pelo eixo x.
e)Sélido obtido pela rotacdo da regido limitada pelo eixo y, por y = v/x e pela

retay = 1, primeiramente, em torno do eixo y e, depois, em torno do eixo x.
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f) Sélido cuja base € o tridngulo de vértices em (0, —1), (2,0) e (0,1) e cujas
secOes perpendiculares ao eixo x sdo circulos centrados nele.

g) Solido cuja base é o circulo x? + y? < r? e as se¢des perpendiculares ao
eixo x sao quadrados.

h)Sélido obtido pela rotacao, em torno da reta x = a, da regido limitada pela

parabola y? = 4ax e pelareta x = a.



